Planche 2 du 22/6/21

Vous traiterez les exercices suivants et les présenterez tous deux, dans I’ordre de votre choix. Le temps de préparation
est de 90min; 'interrogation durera 30min environ.

Au début de l'interrogation, vous disposerez d'un temps pour présenter vos résultats, sans intervention du jury. Nous
vous encourageons a ne pas recopier 'intégralité de vos calculs, mais plutét a vous concentrer sur les points clé de votre
raisonnement. La durée recommandée pour ce temps est de vous pouvez toutefois utiliser moins de 10min si
vous le souhaitez, sans que cela ne vous soit préjudiciable. En revanche, nous vous interromprons au bout de 15min.

Le jury reviendra ensuite sur les questions qu'il souhaitera approfondir, y compris éventuellement celles que vous
n’auriez pas eu le temps d’aborder pendant la préparation. Il vous donnera au besoin des indications.
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f{ercice 1. Soit une matrice N € M,,(R) pour laquelle il existe k € N tel que N k—.
(1) Donner un exemple d"une telle matrice.
(2) Trouver les valeurs propres de V.
(3) La matrice N est-elle diagonalisable?
(4) Soit A € M,,(R) une autre matrice.

(4a) On suppose que A commute avec IN. Montrer que A est inversible si et seulement si A + N est
inversible.

(4b) Montrer que ce n’est plus vrai si A et N ne commutent pas. On pourra chercher un contre-exemple avec
n=2.

(5) On suppose ici que N"~! # 0 et N* = 0. On prend X, € R" tel que N""1X, # 0. Montrer que
(X0, NXo,...,N" 1 X,) forme une base de R". Ecrire N dans cette base.
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f?(ercice 2. On considere deux réels a > 0 et yo € R fixés, ainsi qu'une fonction f : R — R qui vérifie les
propriétés suivantes :
VteR, f'(t) = —af(t) )
f(0) =yo
(1) Onposeg:t € R — f(t)e™.
(1a) Calculer la dérivée ¢’ de g.
(1b) En déduire I'expression de f.

(2) On fixe un réel 6 > 0 et on introduit la suite (v, ),en définie par
Uy = Yo et Vn>0, upy1 = Uy — aduy, .

(2a) Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que u,, — 0 lorsque n — oco.

(2b) Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que u,, > 0 pour tout n € N.

(3) On suppose dorénavant que cette derniére condition est vérifiée et on considere la suite (e, )nen définie
par e, = u,, — f(nd).

(n+1)8
(3a) Montrer que e,+1 = (1 — ad)e, + a/ (f(u) = f(nd))du.
nd

i1 ayod”
(3b) En déduire que |e,+1] < (1 — ad) |e,| + 5
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